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Problema 28946. Fie f : R — R o functie derivabila cu derivata bijectiva. Aratati ca
inversa functie f’ admite primitive.

Demonstratie. Voi demonstra ca f’ este continua, deci admite primitive.

Notez P.D. = Proprietatea lui Darboux

f’ strict monotona

derivabile are P.D.) 2 PD
are P.

f' are P.D. (Teorema lui Darboux: derivata unei functii
[ este injectiva (bijectivitate) {

= f’ continua

2 vy (f)~! continua = (f")~! admite primitive
inversabila

{ f’ continua

Problema S:L.24.233. Determinati multimea primitivelor functiei f : R — R, f(x) =
max(3z?, 2z + 1).

Demonstratie. Pentru a determina multimea primitivelor functiei f(z) = max(3z?,2z+1),
analizam forma acesteia in functie de valoarea lui x.
Rezolvam ecuatia pentru a determina unde functia isi schimba ramurile:

3z2 =2x+1
322 — 22 —1=0.

_ (-9 VP13 (])

v 2.3
2416 244

T = = )
6 6

—X; =1 si I’QZ—%.

322 pentru x € (—oo, —%}
f(x)=<2x+1 pentruzx € (—%,1}
00

)

322 pentru z € (1,
Calculam primitivele pe fiecare interval:

e Pentru z € (—oo0, —1] U(1,00), unde f(z) = 3z*:

Fi(x) = /3x2 dr = 2° + C).
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e Pentru z € (—31,1], unde f(z) =2z + 1:

Fz(a:):/(Qx—i—l)d:U:xz—l—x—irC’Q.

Multimea primitivelor functiei f(z) este astfel data de functiile F'(z) de forma:

3+ O, z € (—o0,—3],
F(.CC): x2+$+027 1'6(—%,1],
23 + Cs, x € (1,00),

Pentru a determine o relatie intre constante ne putem folosi de continuitatea functiei. Pen-
tru continuitatea functiei primitiva, impunem conditiile:

1. Pentru z = —%:

care se scrie ca:

2. Pentru z = 1:
124+14Cy, =13+ Cs,
adica:
2 + CQ =1 + Cg.
CQ = —1 —|— 03.

Rezolvand aceste ecuatii, putem determina valorile constantelelor C, Cs, si C3 pen-
tru a obtine o functie primitiva continua pe intreaga axa reala. Putem alegem C, =
C si exprima functia primitiva astfel:

AeO e (],
Flz)=¢2*+2+C, xE(—%,l},
4+ C+1, ze(l,00),

|

Problema S:L.24.226. Aflati permutarile o € S, astfel incat o(o(1)) =3 si o(o(c(1))) =
1.

Demonstratie. Vom cauta permutarile care verifica conditiile.
Din faptul ca o(o(1)) =3 si o(o(c(1))) = 1, rezulta ca o(3) = 1.

Considerand toate permutarile posibile initial, avem 4! = 24 cazuri. insé, aplicand
conditiile problemei, putem reduce acest numar la doar 3! = 6 posibilitati. ( stiind valoarea

lui o(3))
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Pentru a continua, este convenabil sa enumeram toate posibilitatile si sa verificam
fiecare permutare daca respecta conditia o(o(o(1))) = 1.
Astfel, obtinem urmatoarele permutari care indeplinesc conditiile:

1 2 3 4 1 2 3 4
23 14) 7 \4 213

Acestea sunt singurele permutari care respecta toate cerintele problemei.
Pentru a fi sigur ca raspunsul este valid, am realizat un program in limbajul Python
care calculeaza In mod automat ce permutari verifica conditiile.

from itertools import permutations
n=4

permutari = list(permutations(range(l, n + 1)))
permutari_valide = []

for permutare in permutari:
# Deoarece Python indexeaza de la 0, iar permutarile sunt de la 1,
— am creat o functie lambda.
sigma = lambda x: permutare[x - 1]
sigma_1 = sigma(1)

sigma_sigma_1 = sigma(sigma_1)
sigma_sigma_sigma 1 = sigma(sigma_sigma_1)

if sigma_sigma_1 == 3 and sigma_sigma_sigma_1 ==
permutari_valide.append(permutare)

print (permutari_valide)

Rezultatul fiind [(2, 3, 1, 4), (4, 2, 1, 3)]. Asa cum am obtinut si eu anterior.
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